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2 . Equacao da Difusao Térmica

Objetivos

e Determinar o campo de temperaturas em um meio resultante das condicOes
impostas em suas fronteiras (condi¢cdes de contorno).

e A partir da distribuicao de temperaturas, determinar o fluxo de calor por
conducdo em qualquer ponto do meio ou na sua superficie atraves da lei de

Fourier
Algumas aplicagoes praticas

e Averiguar a integridade estrutural de um solido através da determinacao de
tensdes, expansodes e deflexdes térmicas;

e Otimizar a espessura de um material isolante em tubulacdes, etc.;

e Projeto de aletas para aumentar a transferéncia de calor por conveccao para
um fluido adjacente, projeto de trocadores de calor, etc.



2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

Balanco de Energia em um Volume de Controle Infinitesimal: Desprezando o
trabalho de eixo e considerando o0s termos de taxa de energia acumulada no
volume (E,.,), taxa total de energia que entra (E,,), taxa total energia que sai (E.,) e
taxa total de energia gerada no interior do volume (E).

Eacu = Eent _ Esai + Eg

yA

Volume de

controle
infinitesimal
(dx.dy.dz)
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2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

Taxa liquida de calor através de um Volume de Controle Infinitesimal

Consideracdes: meio homogéneo; ndo ha movimento macroscopico (adveccao);
distribuicdo de temperaturas T(x,y,z,t) esta representada em coordenadas cartesianas.

Volume de
controle
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2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

Taxas de transferéncia de calor por condugdo perpendiculares a cada uma das
faces do volume de controle, tanto para entrada como para saida

Faces Taxa de calor de entrada Taxa de calor de saida
(Eent) (Esai)
oq,
X q,dydz q,dydz + dx |dydz
OX
aqy
y q,dxdz qdedZ +| —=dy |dxdz
oy
aq
74 q,dxdy q,dxdy +( S : dzj dxdy
/




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

e No interior do meio pode haver, também, um termo de fonte de energia (E,)
associado a taxa de geracao de energia térmica. Este termo é representado por:

E, = Qudxdydz

sendo Q a taxa na qual a energia é gerada ou consumida por unidade de volume do meio
(W/ms3).

« Além disto podem ocorrer também variacdes na energia total (e) por unidade de
massa no interior do volume de controle (energia interna, cinética e potencial).

oe o(. 1+ j
= p= E..=p—| U+=V°+0z |dxdydz
E..=p p dxdydz ) P 8’[( 5 g y
Sendo: U energiainterna especifica (por unidade de massa)

1/2\72 energia cinética especifica (por unidade de massa)

JZ energiapotencial especifica (por unidade de massa)




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

« Na auséncia de movimento (ou movimento uniforme), ndo ha variacdes na energia
mecanica. Logo,

ol
E. = p—dxdvydz
p@t y

acu

« Considere a relacdo termodindmica abaixo, sendo h a entalpia especifica, P a
pressado e V o volume

A

h=u+PV
derivando e aplicando a regra da cadeia, tem-se:
dh=di+d(PV)

dh = dd + PdV +VdP




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

» Desprezando a variacao do volume e da pressao para um solido ou um liquido,
tem-se:

A

dh~du

Visto que, neste caso:

dh ~c,dT

Tem-se, considerando c, constante, que:

E...=pC, % dxdydz

Sendo:
Cp : calor especifico , [J/(kg.°C]

,OCIo 5T/6’[: taxa de variacédo da energia sensivel (térmica) por unidade de volume




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

 Finalmente, retornando a equacao do balanco de energia no Volume de Controle
Infinitesimal, tem-se:

Eacu = Eent - Esai + Eg

Substituindo os respectivos termos de energia, tem-se:

0C —dxdydz _/,d;ﬁ/ /,da@z + (|, dxdy — W + aqx dxdydzj
aq qz '
- W +—2dydxdz |- y +—=dzdxdy |+ Qdxdydz
oy 0z

Apos simplificagbes e dividindo tudo pelo volume infinitesimal dxdydz, tem-se:

or  dq, 99, dq, - aT .
—-—— =+ ——) C =-V.0+
VA PO o = VAR




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

e O fluxo de calor por conducéao através do volume de controle pode ser obtido por meio da
Equacao de Fourier. Considere para ilustracdo o caso unidimensional na figura abaixo

L

e e e R

Isolante

T2 > Tl Meio pelo qual ocorre a

conducio de calor

Considerando variacdes infinitesimais na direcao do fluxo acima
g, = —K——
’ dx

O fluxo é uma grandeza vetorial, podendo ser representado como

G=0, +a,] +a,k




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

Desta forma, a equacao de Fourier pode ser escrita para cada componente (X, y e
z). Considerando-se o material isotropico (as propriedades nao variam com a
direcao, ou seja, k,=k,=k,=k), tém-se:

direcao x

direcéoy

direcéo z

) O,

—pqy

‘qz

oT

— k<

OX

S

oy

_ v
0z

Substituindo os termos de fluxo, tem-se a forma geral da equacéo da difusao
térmica em coordenadas cartesianas:

C —
P ot~ ox

ol 0O (k oT
OX

] a( 8Tj 0
+ K +—
oyl oy | oz

oTy
(kaj“?




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.1 Equagdo Geral da Difusdo Térmica

« Escrevendo a equacao anterior na forma compacta por meio dos operadores
matematicos gradiente (V) e divergente (V), tem-se

pC, %r =V.(kVT)+Q

PARA RECORDAR

» Gradiente: Funcao que “aponta” para o aumento da variavel transportada. Sendo
I, ] € k vetores unitarios cartesianos.

+ 0 ~0
+ ] —+k—
oy oz

C_ - 0
X

 Divergente: Fluxo liguido da variavel transportada, ou seja, 0 que sai menos o
gue entra no volume de controle.

V.:6+a+6
ox oy oz




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.2 Casos Especiais: Simplificagoes da Equagdo da Difusdo Térmica

» (a) Regime em Estado Estacionario: sistema independe da variavel tempo

o(, 0T, o, aT) a(, aT) + —
&(kaxj+ay(kayj+a_z(k5)+cg_o ou |V.(kVT)+Q=0

e (b) Condutividade térmica constante (k = cte)

2 2 2 .
éizzxz+zyz+2;+% TR EAIRE S
a ot K

Sendo a=k/ PC, adifusividade térmica e V* o operador laplaciano.

PARA RECORDAR (Laplaciano)

VZ:V.V:a(aj+a(a]+g(£j
ox\ox) oy\oy) oz\oz




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.2 Casos Especiais: Simplificagoes da Equagdo da Difusdo Térmica

o°T 0°T oO°T

Q

+——+
ox>  oy® oz’

k

=0

9
dx

|

o
dx

=0

ou

ou

e (c) Regime em Estado Estacionario e condutividade térmica constante

Vﬁ+%:0

e (d) Caso mais simples: Regime em Estado Estacionario, condutividade
térmica constante e unidimensional (por exemplo, direcéo x)

VT =0




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(a) Coordenadas Cilindricas

Volume de controle diferencial, rd¢drdz, para analise da conducéo em
coordenadas cilindricas (r, ¢, z).

A
qz+dz

: __,;\rorlib//’ e Area perpendicular ar: rd¢dz
A l\\\ : - ) .
il s ’qu, +dy Areaperpendicularaz: rdgdr
i g’

| Area perpendicular a ¢: drdz




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas
(a) Coordenadas Cilindricas

Para Recordar: Gradiente em coordenadas cilindricas

« O gradiente (V) em coordenadas cilindricas de uma propriedade escalar qualquer
“A” é dado por:
~-0A -10A -O0A

VA= —+|]—+k—
or r o¢ oz

Logo, a forma geral do fluxo e os seus componentes nas dire¢cdes radial (r),
circunferencial (0) e axial (z) séo, respectivamente:

— oT

-k

L or

- R - k oT

q=-kVT =—k ia—T+j18T+kaT —%="724
o “rog oz rog

oT

— k<L

R



2 . Equacao da Difusao Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(a) Coordenadas Cilindricas
Para Recordar: Divergente em coordenadas cilindricas

O divergente (V.) em coordenadas cilindricas de uma propriedade vetorial qualquer
“B” € dado por:

10B, 0B,
+ = +
r op 0z

Retornando a Equacao da Difusao na forma geral:

pCp%:V.(kVT)+Q

ApOs as substituicdes dos termos gradiente e divergente do fluxo, tem-se:

or 10 oT 1 0(, ol o(, ol :
pC,—=——|kr +— K + K +Q
ot ror or) r-og\ o0¢) oz\ oz




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(b) Coordenadas Esféricas

Volume de controle diferencial, dr.rsen(0)d¢.rd0, para analise da conducédo em
coordenadas esféricas (r,¢,0).

q6+d6

rsen6 do

Area perpendicular ar: r2sen@d¢ d@
Area perpendicular a ¢: rd@dr

Area perpendicular a 8: rsen@d¢dr



2 . Equacao da Difusao Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas
(b) Coordenadas Esféricas

Para Recordar: Gradiente em coordenadas esféricas

« O gradiente (V) em coordenadas esféricas de uma propriedade escalar qualquer
“A” € dado por:
#GA -1 GA - 1 OA

VA= + ]——+Kk
a "rod  rsend o¢

Logo, a forma geral do fluxo e os seus componentes nas direcdes radial (r), polar
(8) e azimutal (¢) sao, respectivamente:

— oT
=k —
k. or
. . k oT
d=-kVT =-k 8T+116T K 1 o <q9=—?£
or r oo rsené o¢
k oT

%= rseng B



2 . Equacao da Difusao Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(b) Coordenadas Esféricas
Para Recordar: Divergente em coordenadas esféricas

« O divergente (V.) em coordenadas esféricas de uma propriedade vetorial qualquer
“B” € dado por:
1l 0
V.B=S—(r'B )+

r’ or

Retornando a Equacao da Difusao na forma geral é dada por:

pcp%rzv.(kVT)+Q

ApoOs as substituicdes dos termos gradiente e divergente do fluxo, tem-se:

or 1 o0(, ,0T 1 o(,0T 1 0 oT :
pC,——=— Kr +—— K +— ksend— |+Q
ot r-or or ) resen‘dog\ oO¢ ) r-send ol 06




2 . Equacao da Difusao Térmica

2.4 Condigoes de Contorno e Condigao Inicial

(a) Condicao Inicial

Caso o sistema for transiente, a solucao depende das condi¢cOes existentes no meio em
algum instante de tempo inicial

Obs: Visto que a Equacao da Difusao Termica é de primeira ordem em relagcédo ao tempo,
apenas uma condicdo deve ser especificada, podendo ser uma fungcédo do espaco (T(x))
ou uma constante (T,).

Exemplo: T(x,t=0)=T(x) ou T(xt=0)=T,

(b) Condicao de Contorno

Caso exista um gradiente de temperaturas no meio, a solucdo depende, também, das
condicdes fisicas existentes nas fronteiras deste meio

Obs: Visto que a Equacdo da Difusdo Térmica é de segunda ordem em relacdo as
coordenadas espaciais, duas_condicO0es de contorno_devem ser fornecidas para cada
coordenada espacial




2 . Equacao da Difusao Térmica

Tipos de condigoes de contorno para a Equagdo da Difusdo (Ex: em x = 0)

1. Temperatura na superficie constante (Condicao de Dirichlet)

Tx1)
T(0,t)=T,
F—x
2. Fluxo térmico na superficie constante (Condicao de Neumann)
(a) Fluxo téermico constante na superficie N
qs _>\
—kﬂ — T, 1)
a S
X x=0 -
(b) Superficie adiabéatica ou isolada termicamente N .
oal _ 0 \m, 7
OX x=0 —x

3. Condicao de conveccéao na superficie (Condicao de Robin)
70, 1)

il

~ = h|T,-T(0t)]

x=0




2 . Equacao da Difusao Térmica

Exercicio Proposto: A distribuicdo de temperaturas ao longo de uma parede com
espessura de 1 m, em determinado instante de tempo, € dada por T(x) = 900 -
300x - 50x2, sendo T em °C e x em m. A parede possui uma area da secao
transversal de 10m? e uma taxa de geracdo de calor de 1000W/m3. As
propriedades fisicas da parede sdo: p = 1600kg/m3, k = 40W/((m.K) e c, =
4kJ/(kg.K). Determine: (a) As taxas de transferéncia de calor que entra na parede
(x = 0) e que deixa a parede (x = 1 m); (b) A taxa de variacao da energia
acumulada na parede; (c) A taxa de variacdo da temperatura (em relacdo ao
tempo) nas posicoes x =0; 0,25 e 0,5 m.
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3 . Conducao Unidimensional

3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Hipoteses:

« Placa com pequena espessura;
transferéncia de calor preferencialmente

na direcao Xx.

« Transferéncia de calor em regime
estacionario: temperatura independe

do tempo, logo, T(x)

T2
T -,
 Propriedades fisicas do material
Fluido constantes: k = cte
guente
» O]
Fluido

25



3 . Conducao Unidimensional
3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Analisando, primeiramente, as condi¢cdes no interior da parede tem-se a seguinte
forma geral da equacéao da difusdo térmica em coordenadas cartesianas

oy :g(kaTj+a oT), 0 kayﬁb\
ot ox\ ox /) oy oz\ 0z

regime estacionario . : Sem geracao
unidimensional de energia

ApoOs as devidas simplificacdes, tem-se:

i(k d_Tj =0 ) dqx =0 ) | Fluxo térmico constante na dire¢&o x
dx\ dx dx

Visto que a condutividade é constante e integrando uma vez, tem-se:
dT
[d| == |=odx
dx

26



3 . Conducao Unidimensional
3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Obtém-se;

dr

SLINNG
dx

Integrando-a novamente:
[dT = [C dX sy T (x) = C,x+C,

T (O) =T,
T (L) =T,

sujeio as seqguintes condi¢cOes de contorno {

Substituindo a condicdo em x =0, tem-se:

T(x=0)=C,0+C,

Ts,l — CZ




3 . Conducao Unidimensional

3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Substituindo a condicdo em x =L, tem-se:

T(x=L)=C,L+C,=C,L+T,

Substituindo na solucéo geral, a distribuicdo de temperaturas € entao:

Obs: Para a conducéo

unidimensional em regime

X estacionario em uma parede

T (X) — (Ts,z _Ts,l)_ +Ts,1 plana sem geracao de calor e
L condutividade térmica

constante, a temperatura
varia linearmente com x.




3 . Conducao Unidimensional
3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Agora que se tem a distribuicdo de temperaturas, pode-se utilizar a lei de Fourier para
a determinacédo da taxa de transferéncia de calor por conducéo.

dT kA
Qx — _kA& — T(Ts,l _Ts,Z)

Rearranjando:

OBS: Nota-se uma analogia entre as difusbdes de calor e de carga (Lei de Ohm). Da
mesma maneira que uma resisténcia elétrica esta associada a conducao de
eletricidade, uma resisténcia téermica pode ser associada a conducao de calor.

diferenca de poténcial elétrico
resisténcia elétrica

corrente elétrica =

29



3 . Conducao Unidimensional

3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Desta forma, a resisténcia térmica na conducao em uma parede plana é:

L

Rterm cond — 7 n OBS: A = area da secéo transversal

KA

Uma resisténcia térmica pode também ser associada a transferéncia de calor por
conveccao em uma superficie. A partir da lei do resfriamento de Newton, tem

1
Q= hA(TS —TOO) —> Rterm,conv =— OBS: A = area superficial
hA
Circuito térmico equivalente para a parede plana com conducdo e conveccao nas
superficies
Tool




3 . Conducao Unidimensional

3.1 Parede Plana, sem geragdo interna de energia térmica

Too,l Ts,l Ts,2 Too,2
q vV v V.V v vV Vv
! 1 L 1
h, A kA h,A

A taxa de transferéncia de calor pode ser determinada pela consideracdo em separado de cada
elemento da rede (em série). Uma vez que Q, é constante ao longo da rede, tem-se que

T, Ta-T, T,-T

Q R sl __ sl s2 _ 's2 0,2
X_ — —

L

1 1
h A KA h, A

Em termos da diferenca de temperatura global, T, ,-T,,, a taxa de transferéncia de calor
pode ser expressa, de uma forma global, como

. Too,l _Too,Z T _T
QX - 1 L 1 ou QX — 0,1 0,2
h A+ kA+ h. A Ruta
1 2

31



3 . Conducao Unidimensional

3.2 Parede Plana Composta, sem geragdo interna de energia

(a) Paredes em série o
Circuito térmico

T, | we— 1 L L L 1
' T1 \ T. hl—A kA—f\q kB—Z kC—(I:A h4_A
2 —> NVW-OAVW-OANNV-OANN-OANN-O
\ T, T, T, T, T, T,
I3
\ Ty Neste caso, tem-se:
T s e Q _ Too,l _Ts,l _ Ts,l _TS,Z _ -I-2 _T3 _
Fluido a kg e LE X (1/hlA) (LA/kAA) (LB/kBA)
quente ) ! . T _ T, —TS’4 _ TS'4 —TOO’4
Fluido frio (LC /kc A) (1/h4 A)
L s

ou, em termos globais, tem-se

T 1 _Too,4

o0

% [RA) = (L KA (L o) (L oA+ (UNA)

32



3 . Conducao Unidimensional

3.2 Parede Plana Composta, sem geragdo interna de energia

(b) Paredes em paralelo

Considerando-se que as superficies normais a direcao x sao isotérmicas, tem-se:

<—LE—><—LF = LG—><—LH—>ﬁa’A
E LE G i Ts | T,
ke kg ki
E C H
— X
Neste caso, tem-se:
Q :Tl -1 _ T,-T _T3 -1,
L, 1 L,
kA Ke(A2) ko(A2) kA
L, L

Le
ke(AT2)
. —VWWN—/ L,
keA kA
— AN L —AAA—©
Iy T2 ke(AT2) Ts T4
— AAMA—
ou, em termos globais, tem-se
Q T,-T,
S 1 L,

A ke (A2) Ko (A2) kA

LF

L,

33



3 . Conducao Unidimensional

Exercicio 1: Com a perspectiva de calcular a transferéncia de calor entre um corpo
humano e sua vizinhanga (T,;,=10°C), focamos em uma camada de pele e gordura, com
sua superficie externa exposta ao ambiente e sua superficie interna um pouco abaixo
da temperatura corporal, T,=35°C. Considere a camada de pele/gordura com espessura
de 3 mm e com condutividade térmica k,,=0,3W/(m.K). Para reduzir a taxa de perda de
calor, a pessoa veste roupas especiais esportivas (condutividade térmica igual a
0,014W/(m.K). (a) Qual a espessura do isolante necessaria para reduzir a taxa da perda
de calor para 100W? (b) Qual a temperatura resultante da pele (Tp)?

OBS: Considere a area da secéo transversal igual a 1,8 m?

T.=35°C | | T,  Tsup

Pele/gordura S aric

r—

k., =0,014W/(m.K)

Kpg =0,3W/(M.K)

T.=10°C
h=8W/(m2.K) (Ar)

|<_ Lpg :3 mm —>|<_ LiSO _>| TAr



3 . Conducao Unidimensional

Exercicio Proposto: As paredes de uma geladeira sao tipicamente
construidas com uma camada de isolante entre dois painéis de folhas de
metal. Considere uma parede feita com isolante de fibra de vidro, com
condutividade térmica k; = 0,046 W/(m.K) e espessura L; = 50 mm, e painéis
de ago, cada um com condutividade termica k, = 60 W/(m.K) e espessura L, =
3 mm. Com a parede separando ar refrigerado a T, ;= 4°C do ar ambiente T,
= 25°C, determine o ganho de calor por unidade de area superficial. Os
coeficientes associados a conveccao natural nas superficies interna e
externa podem ser aproximados por h,=h_=5 W/(m?.k).



